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Annotasiya. Moqalodo kompleks komiyyot anlayisinin totbiqi vektor qiivvo ilo
diizxatli yerdoyisma vektorunun cobri hasili asasinda arasdirilir. Konkret hands-
si model {izorindo gostarilir ki, bu hasil miixtalif riyazi vo fiziki mona dastyan
iki torkib hissonin comi kimi toqdim oluna bilar. Hasilin haqiqi hissasi qiivvenin
yerdoyismo zamani gordiiyii isi ifado edir, xoyali hisso iso seg¢ilmis koordinat
sistemino nozoran qiivve momentinin vektoru kimi sorh olunur.

Mogalada qiivve vektorunun ortoqonal torkib hissolora ayrilmasi, vahid
vektorlardan istifado vo analitik ifadonin alinmasi ii¢iin hondosi miinasibatlorin
totbiqi otrafl1 sokildo tohlil edilir. Gostarilir ki, bu yanagma vektorlarin cobri ha-
silino kompleks komiyyat kimi baxmaga imkan verir vo onun totbiqi riyaziyyat
va mexanika masalalorinds interpretasiya imkanlarimi genislondirir.

Mogqalonin ikinci hissesinds {istlii funksiyanin Teylor sirasina ayrilmasi
osasinda vektor dstlii funksiyasi todqiq olunur vo miioyyon edilir ki, onun agi-
Iim1 da kompleks kamiyyato gotirib ¢ixarir. Bu asasda hiperbolik funksiyalarin
torifi verilir vo alinmis diisturlarin diizgiinliiyli molum analitik miinasibotlorlo
miiqayisa yolu ilo asaslandirilir.
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Some considerations on complex quantities

Abstract. This article investigates the concept of complex quantities on the ba-
sis of the algebraic product of a vector force and a linear displacement vector.
Using a specific geometric model, it is shown that this product can be repre-
sented as the sum of two components with distinct mathematical and physical
interpretations. The real part of the product corresponds to the work done by the
force during displacement while the imaginary part is interpreted as the vector
of the force moment relative to a chosen coordinate system.

The study provides a detailed analysis of decomposing the force vector into
orthogonal components, utilizing unit vectors and applying geometric relations
to derive the analytical expression. This approach allows the algebraic product
of vectors to be viewed as a complex quantity and broadens its interpretative
applications in mathematics and mechanics.

In the second part of the article the vector exponential function is exami-
ned via its Taylor series expansion showing that this expansion also leads to a
complex quantity. Based on this definitions of hyperbolic functions are introdu-
ced and the correctness of the derived formulas is substantiated by comparison
with known analytical relations.
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KuroueBble ciioBa: BEKTOp,

MOJyJIb BEKTOPA, anredpandeckoe
MIPOU3BE/ICHUE BEKTOPOB,
OPTOTOHAJIBHBIC PA3JIOKECHHUS,
CKAJISIPHOE TIPOHU3BE/ICHUE,
BEKTOPHOE [IPOU3BEICHHUE,
KOMIUICKCHAsI BEJIMYUHA, PN
Teitnopa, nmokaszarenbHasi QyHKIHS,
(DYHKIMSI KOMIUIEKCHOM ITepeMeHHOM

Hexoropble 3aMe4yaHus 0 KOMILJIEKCHON BeJIHYUHE

AHHOTanusi. B cratee paccmarpuBaeTCcs TNpHUMEp NPUMEHEHHsS TOHITHS
KOMITJICKCHOHM BETMYMHBI HA OCHOBE alNre0pandeckoro Mpou3BEACHHUS BEKTO-pa
CHJIBI M BEKTOpa MPSIMOJMHENHOrO nepeMeneHusi. Ha KOHKpeTHOW reomeTpu-
Y4ECKOM MOZENH [IOKa3aHO, YTO JAHHOE IIPOU3BEICHUE MOXKET ObITh IPEJCTABICHO
B BH/IE CYMMBI JIBYX COCTABJISIOLINX, 00JIaal0INX PA3INYHBIM MaTeMaTHIECKUM
1 (U3HMUECKUM CMBICIIOM. JleiicTBUTENbHAS YacTh COOTBETCTBYET PAbOTE CHIIBI
IIpU NEPEMECIICHU N TOUYKH IPUIIOKCHUA, 4 MHUMAA 4aCTb UHTCPIPECTUPYCTCA KaK
BEKTOP MOMEHTA CHJIbI OTHOCHUTEIBHO BEIOPAHHOM CHCTEMBI KOOPIMHAT.

B pabore mompoOHO aHaNM3UpyeTCs pas3lIoKEHHE BEKTOpa CHIIBI HA
OPTOTrOHAJIbHBIE KOMIIOHCHTBI, HWCIIOJIB30BAHUC CIAWHUYHBIX BEKTOPOB U
IMPUMEHEHHUE T€OMETPUUECKUX COOTHOLICHUH ISl MOTyYeHHs aHaTUTUYECKOrO
BBIpaKCHUSI ayiredpandeckoro nponsseneHns. [TokazaHo, 4To Takoe MpencTaB-
JIeHHE [T03BOJISIET PacCMaTPHUBaTh anreOpandecKkoe NPOU3BeICHUE BEKTOPOB KaK
KOMIUIEKCHYIO BEJIMUMHY, YTO PACHIMPSIET BOSMOXKHOCTHU €r0 MHTEPIPETALUN B
3a7adax MPUKJIAJAHON MAaTEeMaTHKH U MEXaHNKH.

Bo BTOpOIi yacTu cTarhbu Ha OCHOBE Pa3JIOKEHHS TI0KA3aTeIbHON (DYHKIIMN
B psax Telnopa wucciemyercss BEKTOpHas OSKCHOHEHIMAJbHAS —(QYHKIHS.
YcTaHOBIIEHO, YTO PE3YJIbTAT €€ PA3IOKECHUS TAKXKE MPUBOJUT K KOMIUIEKCHOH
BenunHe. Ha 3TOM OCHOBE BBIBOAATCSA ONPENENEHUS TUIEPOOTMYSCKUX
(GyHKIMH 1 000CHOBBIBAETCSI KOPPEKTHOCTH MONYYCHHBIX (DOPMYIT MyTEM HX
COTIOCTABJICHNUS C U3BECTHBIMH aHAJTUTHUCCKIMHU COOTHOIICHUSIMH.
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I. Giris. Molumdur ki, vektorlar arasinda vurma omoli dogruluglarina heg bir siibho olmayan
skalyar vo vektorial hasillor kimi aparilir. Onu da qeyd edoak ki, bu hasillor elms mexanikadan
golmisdir. Bu hasillarls barabar bir ndqtays totbiq olunmus va bir-biri ilo a bucagi omalo gotiron @’
vo b vektorlarinin cabri hasilino do baxmagq olar [3].

@ vo b vektorlarinin cobri hasilini @ - b kimi isara edok.

@ vo b vektorlarini cabri hasili naticasinds alinmis asagidaki boraborlik skalyar vo vektorial
hasillorin birgaliyindon ibarat olur [2]. Bu hasili kompleks komiyyat adlandirmaq olar. Bu baraborlik
riyazi olaraq agagidaki kimidir.

y=a-b=a-bcosata-b-ksina (1.1)

Bu hasil kompleks komiyyatin trigonometrik formasidir.

Burada @ - b hasili birhadlinin birhadliyo vurulmasi kimi gobul olunur. Burada k vahid
vektordur.

(1.1) borabarliyini belo do yazmagq olar.

y=a- b(cosa+ k sin a) (1.2)

(1.2)-1 beloads yazmagq olar

y=R (cosa+Fsin a) (1.2

Beloki burada R kompleks komiyystin modulu olub asagidaki kimi toyin olunur R =
a-b (1.2.)-doki a bucagi iso kompleks komiyyatin arqumenti olur. Onu da qeyd edok ki, kompleks
komiyyotin modulu da ox oxu ilo a bucagi amolo gatirir [3].

Skalyar vo vektorial hasillorin toriflorini nozars alaraq (1.1)-i1 asagidaki kimi do yazariq.

y=a  -b=@@,b)+a,b] (1.3)

Aldigimiz (1.1), (1.2) va (1.3) boraborliklori kompleks komiyyetin riyazi ifadsloridir. (1.2)
boraborliyinin sag torafindoki cosa + k sin a ifadosi kompleks komiyyot funksiyasidir. Burada +
isarasi toplama slamati deyildir. Bu isara (1.1)-in torkib hissasi kimi bura daxil edilmisdir.

II. Kompleks komiyyatin totbiqine aid bir niimuna.

Kompleks komiyyatin totbiqine aid bir niimuno vermak ii¢iin F qiivva vektoru ilo S diizxotli
yerdoyismo vektorunun cobri hasilino baxaq. Tutaq ki, F qiivva vektoru ilo S diizxatli yerdoyismo
vektoru O noqtasing totbiq olunaraq, bir-biri ilo a bucagi gotirirlor. Vektorlarin O totbiq nogtasinds
x 0yz faza Dekart koordinat sistemi segirik. Belo ki, foza koordinat sisteminin bazis vektorlari 7, J
vo k olsun. Koordinat sistemini asagidaki sort daxilindo seg¢irik. S’ vektoru ox koordinat oxu {izarinds
olsun. F qiivva vektoru isa x oy koordinat miistavisi lizorinds olmaqla S diizxotli yerdoyisma

vektoru ilo a bucagi omalo gotirsin (Sakil 1). F qiivva vektoru ilo S diizxatli yerdayisma vektorunu
omoalo gotirdiyi bucaq a olsun.

Sokil 1.
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Verilmis bu vektorlarin F - S cobri hasilino baxaq. Bu cobri hasili tsyin etmok ti¢lin F qiivva
vektorlarinit asagidak: kimi iki ortoqonal Fl, Fz toplanana ayiraq. Belo ki, F1 toplanani ox koordinat
oxu lizorino dussun Yoni, § yerdoyismo vektoru {izorino diissiin. FZ is9 F1 o perpendikulyar olsun.
Yoni, F1 LF F, olsun.

Bunun tigiin molum qaydaya osason, a bucagi molum oldugundan, F qlivva vektorunun uc
ndqtesindon S vektoruna DB perpendikulyarini endirok. Belaliklo, F qiivva vektorunu oD = 17“1 \E)
DB = ﬁz kimi iki ortoqonal vektora (toplanana) ayirmis olururq. Demali, F = ﬁl + ﬁz olar. Homg¢inin
17"1 1 ﬁz olur. Bu ayirmani nazors alaraq F - § hasilini asagidaki kimi yazariq.

y=F-S=(F, +F)-§ 2.1)
Buradan ise yazariq
y=F-§$=F, -§ +F,-§ (2.2)

(2.2)-ni bazis vektorlar vasitasi ilo asagidaki kimi yazariq.
y=F-S=F S +F,-S=F-1-S+1+Fy]-S-1=F S +FE-S-1-] (2.3)
Buradan iso yazariq

y=F S +FpS-i-j (2.4)
(2.4)-daki T - 7 hasilini kompleks kamiyyat qaydasi ilo vuraq. Onda alariq
= |77 cos 90° + | T|-|]| *k -sin90°=0+k =k (2.5)

Burada k vahid vektoru 6z koordinat oxu boyunca yonslir. Demali, T’ L k voT L+ k olur. (2.5)-
do | Tl | T|= 1 oldugu gobul olunur. Eyni qaydailoj -k vo k + T hasillorini do toyin edo bilorik. Belo
ki, 7 k= T vok U= T oldugunu alariq. Eyni qaydailo k k=1, T T=1va] -7 =1
borabarliklorini do almaq olar. (2.5)-1 nazars alaraq (2.4)-u asagldakl kimi yazariq

y=F -5 =F, S+F25k (2.6)

indiiss, F; vo F ,-nin adadi giymatini toyin edok. Bunun iiciin A OAB-don yazariq (Sokil 1)

cosa= % . Buradan iso yazariq

F,=F cosa (2.6")
Yeno do A OAB-don yazariq sina = 1;—2 Buradan iso yazariq
F,=F -sina (2.6’
(2.6") vo (2.6'") —i (2.6)-da nazars alsaq yazariq
y=?-§=F-S'cosa+ FSk sina (2.7)

Demali, (1.1)-9 oxsar barabarlik aliriq. Daha dogrusu kompleks komiyyat aliriq.

(2.7)-nin sag torofindoki F +S -cos a ifadosi skalyar hasil olub. F qiivvasinin S yerdoyisma
vektoru boyunca gordiiyli isdir. Bunu A ilo isaro edok A=F +S -cos a (2.7') Bu hasil ox koordinat
oxu iizarindo olur. (2.7)-in sag torofindaki ikinci toplanan isa F vo § vektorlarmim vektorial hasili
olub, F qilivvasinin yaratdigi vektor momentidir. Moment vektoru iso xoy koordinat miistovisino
perpendikulyar olur. Bunu iso 1\7 ilo isaro edok. Yoni 1\7 =F-S -k sina (2.7'"". Bu ifads 6z
koordinat oxu tizorinds yerlagir. (2.7") vo (2 7")-1 (7)-do nozers alsaq

y= F-S=A+ M (2.8)
olar.

Beloliklo aliriq ki, qiivve vektoru ilo diizxatli yerdoyismoe vektorunun cabri hasili kompleks
komiyyat olub, is ilo moment vektorunun cobri comino barabar olur. (8)-1 bels do yazmaq olar.

y=F S = F,S)+[F,S] (2.9)

Hondasi olaraq bu comi almagq tigiin 4 ilo Mo -nu kompleks adad qaydasi ilo toplamaq lazimdir
(Sokil 1). Demali, aldigimiz y kompleks komiyyati x0z koordinat miistovisi lizorindo yerlosir. xoz
miistovisini kompleks kamiyyot miistavisi, ox koordinat oxunu skalyar ox, oz koordinat oxunu is9
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vektori ox adlandirag. Onu da qeyd edok ki, kompleks odod, odod anlayisinin genislondirilmis
formasi oldugu kimi, kompleks komiyyat do komiyyat anlayiginin genislondirilmis formasidir.
2.1. Kompleks komiyyat vasitasi ilo Hiberlik funksiyalarin adadi qiymatinin toyin olunmasi.

L. Giris. Vektor ustli ek funksiyasinin Teylor sirasina ayrilmasi.

Vektor iistlii e¥ funksiyasini Teylor sirasina ayirmagq tigiin e* istlii funksiyanin Teylor sirasina
ayrilmasi qaydasindan istifado edok. Malumdur ki, e* funksiyasinin Teylor sirasina ayrilmasi
asagidaki kimidir:

3 xM
e* = 1+— +— +—+ +— (1.1) [1]
Bu borabaerlikdo x = 1 olduqda e adadlnln 9d9d1 qumatlm alarig. Yoni
e—1+1+; +; +...+;+...~2,72 (1.2)

indi iso (1.1) diisturundan istifado edorok ek vector tistlii funksiyanin Teylor sirasina ayrilisina
baxaq. Burada k vahid vektorudur. Onda yazariq.

- k k2 k3 P& k5 k6
ef= 1+ +—+—+ —+—+— + . (1.3)
1! 2! 3! 4! 5! 6!

Buradan iso yazariq
ek=1+% SN S S + ... (1.4)
1 20 31 4 5 6
Aldlglmlz bu baraboarliyin sag torafini asagidaki kimi qruplasdiraq.

(1+—+—+—+ k(143 +2 45 )=

| 4! ] | | :
=(1 o ) 4
1.2 1234 1-2-3-4-56
- 1 1 1
+k(1 T 123 T 12-3-4-5 T 123-4:56-7 +...)~

~(1+4 0,5+ 0,04+0,001+-)+k (1 + 0,17 +0,008+ ) ~
~1,54+k-1,18
Demoli,

—1.54+k-1,18 (1.5)
olar. Demali, e” vector iistlii funksiyanin Teylor sirasma ayrilisi kompleks komiyyotdir (Skalyar vo
vektorial kamiyyaetlorin birliyi kimi). Digor torofdon do molumdur ki, e odadinin toqribi qiymati
asagidaki kimidir [1].

e~2,71828 (1.6)

(1.6)-ni (1.5)-do nozors alsaq
(2,71 =1,54+k - 1,18 (1.7)
olar. Bu barabarliyin modulu iss 2,72 = 1,54 + 1,18 olur (Ciinki | E| = 1 olur).
Alinmis natica. e” funksiyasmin Teylor sirasina ayrilmasmin diizgiinliiyiinii gostorir. Belo ki,
2,72 =2,72 olur.

[I.Hiporbolik funksiyalarin adadi gqiymaetinin toyin olunma qaydas.

Alinmis (1.5) diisturundan istifads edorak, hiperbolik funksiyalarin adadi qiymatini toyin edo

bilorik. Bunun {igiin vektor istlii ekt funksiyasinin Teylor sirasina ayrilmasi iiclin aldigimiz
diisturdan istifads edok. Yoni kompleks kamiyyast funksiyasinin hiperbolik formasindan istifads edok.
Bu diistur agagidaki kimidir [4].

Kt = cht + ksht (2.1)
Belo ki, burada k vahid vektordur. (2.1) diisturunu asagidaki kimi yazaq.
A\t R
(ek) = cht + ksht (2.2)

(2.2)-do (1.5)-1 nozoro alsaq yazariq.
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(1,54 +% -1,18 ) =cht + ksht 2.3)
(2.3)-ii belo do yazmaq olar.
ekt = (154 +K% 1,18 ) 2.3)
Bu boraborlikdon istifado edorok istonilon t arqumentino uygun hiperbolik funksiyanin adadi
qiymatini toyin eda bilarik. Bunu {i¢iin niimunslars baxaq.
Numuno 1. (2.3) asagidaki kimi olar.
1). t =1 oldugda
(1,54 +% -1,18 ) = chl + k-sh1
Buradan iso yazariq
1,54 +k - 1,18 = chl + k-shl
Aldigimiz bu borabarlik iki kompleks komiyyotin boraborliyidir. Iki kompleks komiyyat iso o
vaxt bir-biring barabar olar ki, onlarin skalyar hissalori bir-birino barabar olsunlar, vektorial hasillori
do bir-birina barabar olsunlar. Onda bu sorto asason yazariq

chl=1,54
ch1=1,18 (2.3)"

Bu naticolorin dogrulugunu yoxlayaq. Bunun {igiin kosinus hiperbolik vo sinus hiperbolik
funksiyalar ii¢lin malum olan asagidaki diisturlardan istifado edok.

t -t
e +e
cht =

et—et

cht = (2.4)

Bu diisturlarda t = 1 qiymatini yoxlayaq. Bunun ii¢lin t = 2,71 qiymatini nozors alaq. Onda
alariq

1 1 2,7+ L 729
e +e T 7,29
chl = = 2L =2 =2 554 (2.5)
2 2 2 5,4
1 6,29
1_ ,1 2,7—=— -
et—e ’
shl = = 27 = 227 418 (2.6)
2 2 2

Demoli, mosalonin halli diizgilindiir. Yoni, (2.3)" boraborliklori dogrudur.

Niimuno 2. t = 2 olanda ch2 vo sh2 -ni toyin edok. Bunun {igiin (2.3) boraborliyindo t = 2
yazaq. Onda alariq

(154 +F - 1,18 ) = ch2 + ksh2
Buradan iso yazariq
2,4+k-2-154-1,18+ 1,4 = ch2 + ksh2
3,8+3,6k= ch2+ksh2

Yeno do kompleks komiyyatlorin barabarliyi qaydasina asason yazariq

ch2 =38 (2.7)

sh2 = 3,6 (2.8)
Hollin diizgiinliiyiinii yoxlayaq. Bunun ii¢lin e = 2,71 oldugunu nozors alaraq cht vo sht

funksiyalarin1 yoxlayaq. Malum diisturlara asason yazariq

2, ,2 2,7)%+ L
cht =ch2 = £X¢- = @n® _75 38 (2.9)
2 2 2
2_ .2 (2,7)2—
sht =sh2 = £=% = @n® _72 36 (2.10)
2 2 2

Alinmis naticalar hollin diizgilinliiyiinti gostorir. Demali (2.7) vo (2.8) naticalori dogrudur.
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. .o h h . . ..
Bu noaticalardan istifada edorok tht = % va ctht = % diisturlan vasitalori ilo tht va ctht

funksiyalarim1i da toyin edo bilorik. Arqumentin boyiik qiymotlorindo kompleks komiyyotlorin
vurulma qaydasindan istifado etmok olar. Yoni t-in boyiik qiymatlorindo do hiperbolik funksiyalarin
adadi gqiymatini toyin etmok olar.

Yoni (L,54+% -1,18 )" (1,54 +k - 1,18) = chn + K-shn

Notico 1. Notico olaraq aliriq ki, bir noqtoys totbir olunmus qiivve vektoru ilo diizxotli
yerdoyismo vektorunun cobri hasili lompleks komiyyat olub, yerdoyismo istiqgamotds qiivvonin
gordiiyii is ilo o qlivvonin yaratdigi moment vektorunun birgaliyindon ibaratdir.

2. Kompleks komiyyot anlayisindan istifado edocok hiperbolik funksiyalarin odod qiymatini
toyin etmis olurug.
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